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Tóm tắt: Bài báo trình bày phương pháp mô phỏng hữu hạn để phân tích đáp ứng uốn tĩnh của 

tấm nano tựa trên nền đàn hồi và có kể đến ảnh hưởng của hiệu ứng từ. Các biểu thức tính toán và 

phương trình cân bằng của tấm được thiết lập dựa trên lý thuyết biến dạng cắt kiểu mới, để giải 

phương trình cân bằng, bài báo sử dụng lưới chia gồm các phần tử chữ nhật bốn nút, mỗi nút có 

sáu bậc tự do. Sự tin cậy và tính hội tụ của lời giải được kiểm chứng thông qua so sánh với các kết 

quả đã được công bố. Trên cơ sở đó, bài báo đưa ra một số kết quả số để khảo sát ảnh hưởng của 

vài tham số hình học, vật liệu, điều kiện biên, nền đàn hồi đến đáp ứng uốn tĩnh của tấm nano. 

Nghiên cứu này là tài liệu tham khảo có giá trị cho các kỹ sư, phục vụ có hiệu quả khi sử dụng các 

kết cấu này trong thực tiễn.  

Từ khóa: uốn tĩnh, nền đàn hồi, lý thuyết biến dạng cắt, phương pháp phần tử hữu hạn.  

1. Mở đầu  

Cùng với sự phát triển của khoa học kỹ thuật, nhiều loại vật liệu mới đã được tìm ra và ứng 

dụng rộng rãi trong thực tế, ví dụ như vật liệu cơ tính biến thiên, vật liệu composite được gia cường 

bởi các ống nano hoặc gia cường bởi graphene, vật liệu có hiệu ứng áp điện, flexoeletric, hiệu ứng 

từ,…Và để đảm bảo áp dụng có hiệu quả nhất các vật liệu này trong thực tiễn, cần có nghiên cứu tổng 

quan trên nhiều lĩnh vực khác nhau, trong đó cần có các nghiên cứu về ứng xử cơ học của các kết cấu 

làm từ các vật liệu này. Duc và nhóm nghiên cứu [1] đã kết hợp giữa phương pháp phần tử hữu hạn 

hạn và lý thuyết phase-field để chỉ ra đáp ứng dao động riêng của tấm nano có vết nứt và chịu ảnh 

hưởng của hiệu ứng flexoeletric. Phương pháp phần tử hữu hạn cũng được Thai và các đồng nghiệp 

[2] sử dụng để chỉ ra ảnh hưởng của hiệu ứng flexoelectricity đến đáp ứng cơ học của tấm nano tựa 

trên nền đàn hồi hai hệ số. Tho và nhóm nghiên cứu [3] đã nghiên cứu đáp ứng cơ học của dầm nano 

có xét đến ảnh hưởng của sự không hoàn hảo hình dáng ban đầu, trong đó dầm tham gia chuyển động 

quay quanh một trục cố định. Duc cùng các đồng nghiệp [4] đã nghiên cứu ảnh hưởng của sự biến đổi 

chiều dày đến đáp ứng dao động và ổn định của tấm nano. Tiếp theo đó, các tác giả này cũng chỉ rõ 

ảnh hưởng của quy luật biến đổi chiều dày tấm nano và vết nứt đến ổn định của tấm nano [5]. Zhang 

và cộng sự [6] đã sử dụng lời giải dạng giải tích để giải quyết bài toán uốn tĩnh, dao động và ổn định 

của dầm nano.  Tien và nhóm nghiên cứu [7] đã kết hợp nhiều lý thuyết tấm khác nhau với phương 

pháp phần tử hữu hạn để mô phỏng đáp ứng uốn tĩnh và dao động riêng của tấm nano. Từ các công 

trình đã công bố, có thể thấy rằng đáp ứng của tấm nano tựa trên nền đàn hồi và chịu ảnh hưởng của 

hiệu ứng từ là vấn đề cần được nghiên cứu, do vậy bài báo này sẽ giải quyết bài toán này bằng phương 

pháp phần tử hữu hạn. 

2. Thiết lập phương trình cân bằng và phương pháp giải  

Tấm nano có mô hình như trong Hình 1. Tấm có các thông số hình học gồm chiều dài a, chiều 

rộng b, chiều dày h, tấm đặt trong hệ quy chiếu Oxyz, tấm tựa trên nền đàn hồi hai hệ số kw và ks.   
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Hình 1. Tấm nanoplates tựa trên nền đàn hồi hai hệ số 

Để xây dựng các biểu thức tính toán, bài báo sử dụng lý thuyết biến dạng cắt hình sin cải tiến 

[8-9], trường chuyển vị tại một điểm bất kỳ của tấm được viết như sau:  
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trong đó z zf z   , 
1
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2
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    ux, vy, và wz các chuyển vị thẳng theo các trục Ox, Oy, và 

Oz. 

Các thành phần biến dạng dài và biến dạng cắt có dạng: 
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Hai thành phần biến thiên biến dạng theo trục Ox và Oy được tính như sau: 
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Do tấm có kể đến hiệu ứng từ, quan hệ ứng suất và biến dạng được tính theo biểu thức: 
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trong đó ijklc , kijq , kijmf  và ijd là các hằng số đàn hồi, hằng số điện từ, hệ số flexomanetic và hệ số từ 

thẩm. 0

iQ  là từ thông, và ijm  mô men bậc cao.  

Biểu thức (4) được khai triển cụ thể dưới dạng: 
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(6) 

trong đó f14 là hệ số flexomagnetic và r14 được tính theo biểu thức 14r  = 3r +2 4r : 
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với  là hằng số Lamé, il  (i=0,1,2) là các tham số vật liệu. Và cần tìm biểu thức của từ trường Hz, nếu 

không có từ trường ngoài tác dụng lên tấm, điều kiện của từ thông có dạng: 
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     (8) 

Bài báo sử dụng phần tử chữ nhật bốn nút, mỗi nút có 6 bậc tự do:  
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Hai thành phần chuyển vị wb và ws được nội suy như sau: 
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trong đó Ri là các hàm Hermit.  

Các véc tơ trong biểu thức (2)-(3) được viết lại như sau: 

1 2 0 3 4 5ε A u  ε A u  γ A u  η =A u  η A ub e s e e b e s e; ; ; ;                                (11) 

trong đó Ai (i=1-5) là các ma trận vi phân hàm dạng. Biểu thức công khả dĩ thế năng biến dạng của 

phần tử tấm: 
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trong đó kw và ks là hai tham số độ cứng của nền đàn hồi, cn là hệ số thể hiện sự biến đổi độ cứng của 

nền nền đàn hồi trong mặt phẳng của tấm, và K  K
tam nen

e e,  là ma trận độ cứng của phần tử tấm nano và 

ma trận độ cứng do nền đàn hồi tác dụng lên phần tử tấm. 

Công khả dĩ của ngoại lực tác dụng lên tấm có dạng: 
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trong đó Fe là véc tơ ngoại lực tác dụng lên phần tử tấm. Từ các biểu thức (12)-(13), phương trình cân 

bằng tĩnh của tấm nano có dạng: 
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Giải phương trình (14), ta sẽ thu được chuyển vị uốn của tấm dưới tác dụng của tải trọng tĩnh.   

3. Ví dụ kiểm chứng 

Tấm vuông tựa trên nền đàn hồi hai hệ số, chiều dài các cạnh tấm a=b, chiều dày tấm h =a/10 

và a/20, tấm chịu tải trọng phân bố theo quy luật hình sin 
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, trong đó P0 là 

biên độ của tải trọng. Các tham số vật liệu gồm mô đun đàn hồi 117 GPa, hệ số Poisson 0.33. Hai 

tham số độ cứng của nền đàn hồi được chuẩn hóa như sau: 
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Tham số so sánh là chuyển vị lớn nhất không thứ nguyên được tính toán theo công thức: 
3

0

4

0
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,

2 2
v
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c w
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 
  

 
. Bảng 1 thể hiện so sánh chuyển vị lớn nhất của tấm tựa trên nền đàn hồi với các 

kết quả đã công bố trong các tài liệu [10-11], có thể thấy rằng khi lưới chia phần tử tăng dần thì kết 

quả tính toán tiệm cận về giá trị giải tích trong các tài liệu tham chiếu [10-11]. Và với lưới chia 10 

phần tử mỗi cạnh thì đảm bảo độ chính xác cần thiết, do vậy bài báo sẽ sử dụng lưới chia này để tính 

toán các kết quả tiếp theo. 

Bảng 1. So sánh chuyển vị lớn nhất của tấm tựa trên nền hai hệ số chịu tải trọng hình sin, b/a=1 

(
* *,w sK K ) [10] [11] 

Present 

4x4 

Elements 

8x8 

elements 

10x10 

elements 

14x14 

elements 

a/h=10 

(102,0) 0.2122 0.2136 0.2272 0.2166 0.2154 0.2145 
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(0,102) 0.0426 0.0427 0.0452 0.0430 0.0428 0.0427 

(102,102) 0.0409 0.0409 0.0433 0.0412 0.0411 0.0410 

a/h=20 

(102,0) 0.2062 0.2066 0.2190 0.2094 0.2083 0.2074 

(0,102) 0.0424 0.0424 0.0438 0.0426 0.0425 0.0424 

(102,102) 0.0407 0.0407 0.0420 0.0409 0.0408 0.0407 

4. Khảo sát số 

Tấm nanoplate chịu liên kết tựa đơn trên tất cả các cạnh, các tham số hình học của tấm là 

h=a/10, a=b=10 nm, and the material properties are c11=286 GPa; c33=43.50 GPa; q = 580.3 N/Am; 

d33=1.57.10-4 N/A2. Values of the length scale are l0 = l1 = l2 = 1nm. Nền đàn hồi có ba tham số kw, ks 

và cn với hai tham số độ cứng được chuẩn hóa như sau: 
4 2

* *

3 3

11 0 11 0

12 12
,  w s

w s

k a k a
n n

c h c h
  , với h0 =a/10. 

Tham số được tính toán và khảo sát là chuyển vị dọc theo đường thẳng y=x được chuẩn hóa như sau: 
3 3

11 0

4

0

10
c

c h
w w

P a
 . Ngoài ra, để thuận lợi cho thể hiện các kết quả tính toán, bài báo sử dụng tham số 

* 14
14 0

14

f
f

f
 , với 0

14f  =10-7 N/A.                        

 Trên hình 2 thể hiện sự biến đổi đường độ võng dọc theo đường thẳng y=x đối với các giá trị 

khác nhau của tham số f14. Khi tăng giá trị của f14, độ cứng của tấm tăng lên, do vậy chuyển vị lớn nhất 

của tấm giảm xuống, chuyển vị lớn nhất của tấm nano trong trường hợp tấm ngàm tất cả các cạnh nhỏ 

hơn so với trường hợp tấm tựa đơn tất cả các cạnh. 

  

a. SSSS                                                                            b. CCCC 

Hình 2. Sự biến đổi của chuyển vị wc dọc theo đường thẳng y= x phụ thuộc vào f14, cw =100, cs 

=10, cn =0.5  

Thay đổi giá trị của tham số cn, kết quả tính toán chuyển vị dọc theo đường thẳng y=x của tấm 

nano được chỉ ra như trong hình 3. Ta có thể thấy rằng khi tăng giá trị của tham số cn thì độ cứng của 

nền giảm xuống, làm cho độ cứng tổng thể của kết cấu giảm xuống, do vậy chuyển vị lớn nhất của tấm 
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tăng lên. Trên hình 4 thể hiện độ võng của tấm ứng với các giá trị khác nhau của tham số cn, các kết 

quả này chứng tỏ tham số cn làm ảnh hưởng tới vị trí xuất hiện cực đại của chuyển vị, điều này cho 

thấy tham số cn ảnh hưởng tới cả giá trị cực đại của chuyển vị, cũng như ảnh hưởng tới sự phân bố 

chuyển vị của tấm nano. Ngoài ra, cũng dễ dàng nhận thấy rằng nếu giá trị của tham số cw càng lớn, thì 

sự ảnh hưởng của cn đối với đáp ứng uốn tĩnh của tấm nano càng thể hiện rõ rệt. 

  

a. SSSS                                                                            b. CCCC 

Hình 3. Sự biến đổi của chuyển vị Wc dọc theo đường thẳng y= x phụ thuộc vào cn, 
*

14f  =1, cw 

=105, cs =10 

        

                          a. cn =0.3                                                                        b. cn =0.5 
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c. cn =0.7                                                                        d. cn =0.9 

Hình 4. Giá trị chuyển vị wc của tấm trong mặt phẳng Oxy, *

14f  =1, SSSS, cw =105, cs =10  

Trên hình 5 trình bày kết quả tính toán chuyển vị dọc theo đường thẳng y=x khi chiều dày tấm 

thay đổi và khi tỷ lệ chiều dài hai cạnh tấm thay đổi thì kết quả tính toán chuyển vị được thể hiện như 

trên hình 6. Các kết quả tính toán chứng tỏ rằng khi tấm càng mỏng, tỷ lệ b/a càng lớn thì độ cứng của 

tấm nano càng giảm, kết quả là chuyển vị lớn nhất của tấm tăng lên.  

  

a. SSSS                                                                            b. CCCC 

Hình 5. Sự biến đổi của chuyển vị wc dọc theo đường thẳng y= x phụ thuộc vào tỷ lệ a/h, *

14f  =1, 

cn=0.5, cw =100, cs =10, a/b=1 
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a. SSSS                                                                            b. CCCC 

Hình 6. Sự biến đổi của chuyển vị wc dọc theo đường thẳng y= x phụ thuộc vào tỷ lệ b/a, *

14f  =1, 

cw =100, cs =10, cn =0.5, a/h=10 

5. Kết luận 

Trên cơ sở của lý thuyết biến dạng cắt kiểu mới, bài báo đã nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh của 

tấm nano trên nền đàn hồi có độ cứng biến đổi và chịu ảnh hưởng của hiệu ứng từ. Phần tử bốn nút, 

mỗi nút có sáu bậc tự do đã được sử dụng để xây dựng phương trình cân bằng cho tấm và tiến hành 

giải phương trình này để tìm ra chuyển vị uốn tĩnh của tấm nano. Thông qua việc so sánh với các kết 

quả đã công bố, bài báo đã chứng minh sự hội tụ cũng như độ tin cậy của lý thuyết tính toán. Bài báo 

cũng tiến hành một số khảo sát số để tìm ra ảnh hưởng của một số tham số kết cấu, nền đàn hồi và 

điều kiện biên đến đáp ứng uốn tĩnh của tấm nano. Đây là các kết quả có giá trị tham chiếu, định 

hướng trong việc thực tế thiết kế và chế tạo các kết cấu nano. 
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